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’
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摘要 为求解交通分配 问题
,

提 出一种基 于分流率的路径交通量求解方法
.

该方法 通过求解 一

个基于分流率的交通分配模型确定 了满足用户平衡准则的路径交通量
.

文中首先给出分流率的定

义
,

并根据该定义建立一个 以分流率为求解变量 的交通分配 模型
,

然后 证 明该模 型等价于传 统的

以路径交通量为变量的交通分配模型
.

新建模 型是一 带等式约束和不 等式约束的非线性规划
,

它

的变量个数是网络中终点个数和路段 个数之 积的线性 函数
,

且 比 以路径交通量为变量 的交通分配

模型要少很多
.

文中通过引入网络 中节点和有向路段的平均成本的定义 简单有效地解决 了新建模

型消除等式约束后梯度难 以求解 的问题
,

并以此给 出新建模型的求解算法
.

该算法以近 似 N e w ot n

方 向到约束空间上的投影作为下降方向
,

用 不 精确搜 索技术确定搜索步长
.

文中从理论上 证 明了

算法 的可行性和收敛性
,

并通过算例 阐述 了算法的有效性
.

计算结果表 明
:

该方法 可在理 想 的时

间内求解大规模 网络的交通分配 问题 ; 在计算 时间
、

计算精度和所需存储 内存上 比其他能够确定

出路径交通量的求解算法都 要优越 ;
在相 同的计算精度下计算时间仅仅 是其他算 法 的三 分之 一

,

甚至更小
.
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交通分配是城市交通控制和诱导的前提
,

是城

市交通网络收费系统 的基础
,

是城市交通系统规划

和评估的关键
.

它在 已 知城市交通 网络的基础上
,

将网络中所有 O D (起点 一终点 )对 间的交通量通过

一定的准则分配到各个路段
,

并统计 出相应路段 的

交通量川
.

当前 被普 遍采 用 的分配 准则 是 W ar d
-

or p川第一准则和第二准则
:

用户平衡准则和系统最

优准则
,

与这两个准则相对应 的交通分配分别称为

用户平衡交通分配和系统最优交通分配
.

由于 系统

最优交通分配可 以通过变换转化成用户平衡交通分

配叫
,

本文只考虑用户平衡交通分配问题
.

为求解用户平衡交通分配 问题
,

通常将其 描述

成如下的两种模型
:

一种是以路径交通量为变量的

凸数学规划叫
,

另一种则是以路段交通量为变量 的

凸数学规划川
.

通过求解这两种模型都能获得满足

用户平衡准则的路段交通量
.

通常将与上述两种模

型相对应的求解算法分别称为交通 问题的基于路径

算法和基于路段算法
.

基于路径算法是以直接求解

路径交通量为 目的
,

基于路段算法则是以直接求解

路段交通量为 目的
.

常用 的基于路径算法有 聚集单

纯形分解法 ( D S D ) [ 6口
,

投影梯度法 ( G P ) 仁
7

,
8〕和共扼

投影梯度法 ( C G P 户〕 ; 而 常用 的基 于路 段算 法有

F r a n k w
o l f

e
( F W ) 〔

5〕
算法及其改进算法巨`o一 “ 〕

.

实际

上
,

除上述求解算法之外还存在另外一种交通分配

问题的求解算法
,

即文献 [ 15 习中给出的基于起点

算法
.

该算法也是 以求解路径交通量为 目的
,

同基
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于路径算法不同
,

它是间接获得路径的交通量
,

是

将原始网络上的交通分配问题转化成基于起点的不

带环子网上的交通分配问题来求解的
.

尽管基于路段算法 可有效确定 出路段交通量
,

但不能求解出路径交通量
,

而路径交通量 比路段交

通量能提供更多有价值的信息口 6一 ` 8〕
,

所以人们对能

够确定出路径交通量的算法更有兴趣
,

即基于路径

算法和基于起点算法 比基于路段算法更受 到关注
.

基于路径算法和基于起点算法能够确定 出满足用户

平衡准则的路径交通量
,

但它们仍然存在一定 的缺

陷
.

基于路径算法在每次迭代过程 中需标记一定数

量的路径
,

且随着迭代的进行需标记的路径数量会

越来越大
,

因此它所需存储 的内存相对较大
,

对于

大型交通网络来讲
,

其所需存储 内存就更大
,

这将

导致基于路径算法 的计算时间过长
.

基于起点算法

虽然可 以避免存储大量的路径变量
,

但不能在每次

迭代过程中简单有效地确定出 目标函数 的 H es is an

矩阵
,

同样会使得该算法的计算时间较长
.

大量的

实验表明基于路径算法的计算时间主要花费在路径

交通量 的存储和计算上
,

而基于起点算法的计算时

间则主要花费在 H es
s ian 矩阵的确定上

,

两者相 比
,

在相同的计算环境下后者所需计算时间较少 【̀ ’ 】
.

综上
,

本文将提出一种更为有效的路径交通量

求解方法
.

首先建立一个基于分流率的交通分配模

型
,

并证明该模型等价于传统的以路径交通量为变

量的交通分配模型
,

然后再给出新建模型的求解算

法
.

在给出新建模型的求解算法过程中
,

首先消除

新建模型的等式约束
,

并通过 引人网络中节点和有

向路段平均成本的定义简单有效地解决 了新建模型

消除等式约束后 梯度难 以求 解 的问题
,

再 以 近似

N e w ot
n 方向到约束空 间上 的投影方 向作为算法的

下降方 向
,

最 后采 用不精 确搜索 技术确 定搜索 步

长
.

算例表明该方法适合于大规模 网络的交通分配

模型的求解
,

其所需存储 的内存和计算时间明显优

于基于路径算法和基 于起点算法
,

在相同的计算精

度下其计算时间仅仅是基于路径算法和基 于起点算

法 的三分之一
,

甚至更小
.

l 基于分流率的交通分配模型

文献 [ 4 ] 中将城市交通 网络 G 一 (少
,

了 )上用

户平衡交通分配问题描述成如下的以路径交通量为

变量的凸数学规划
,

m i n 、 一 艺 {
几 `了’ · “

( 、 ) d 、
,

5
.

t
.

艺 f 导一 、 。 ,

1 蕊 ,
,

j 簇 N
,

r ` R口

N N

x
。

一 二另 艺 f 乙占;’a
,

V “ 任
t

鸽
i = 1 了一 l r 〔 R

儿 ) O
,

1 簇 i
,

j 簇 N
, r 任 R 。 ( 1 )

其 中 川一 { 1
,

2
,

…
,

N } 表示 G 中所有节点的集

合 (包括交叉 口节点
、

起点和终点 ) ; 了 表示 G 中所

有有向路段的集合
; x

。

表示有 向路 段
a 上的交通

量 ; 。 “

( 山 )是 有向路段
a 的成本函 数 (不 失一般性

,

假设其为 。 的正的单调递增函数
,

文 中将采用 B P R

函数作为各个路段 的成本 函数 z0[ 〕 ) ; 尺。 表示从起点

i 任 O 到终点 j 〔 D 的所有路径 的集合 ( O 和 D 分别

表示网络 G 中起点和终点集合
; 为叙述方便

,

文中

假设 0 一 D 一扔
,

特别地
,

当 i一 j 时令 R 。 一 口 ;
几

表示 O D 对 ij 的路径
r

上的交通量 ; f 一 ..(
· ,

ftj
,

… )
,

f,j 一 (
、 二 ,

几
,

… ) 为 (1 )式 的变量 ; q 。 是 。 D

矩阵 Q 一 污。
}
N 、 N 的元素

,

它表示从起点 i 到终点

j 的交通量
,

当 i一 j 时 q 。 一 O ;
盯

“

为路段和路径间

的指标 因子
,

定义如下
:

盯
一

才
`

,

如果路段
。

to
,

否则
.

在 O D 对 ij 的路径
r

上

虽然满足用户平衡准则 的路径交通量中可能存

在带环路径
,

但通过求解 以路径交通量为变量的交

通分配模型 ( 1) 所获得 的路径交通量 中不可能存在

带环路径
.

因此在建立用户平衡 交通 分配模 型时
,

完全可以不考虑 网络 中的带环路径
.

故本文 中将不

再考虑带环路径
.

前 文已 指出求解 ( 1) 式的算法 主

要有基于路径算法和基于起点算法
,

但这两种算法

都存在一定的缺陷
.

实际上导致这些缺陷的本质原
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因是 当城市交通 网络规模较大时模型 ( 1) 的变量个

数非常庞 大
,

庞大的变量 个数导致算法难 以求解
,

且计算时间较长
.

为解决上述问题
,

本文将建立一

个基于分流率的数学模型
,

并用其描述用户均衡 交

通分配问题
.

在建立该模型之前
,

先给出分流率的

定义
.

定义 1 网络 G 中的任意一有 向路段
a 一 [ a , , a 、

]

e 了关于终点 n e D 的分流率 《 定义为该路段上流

向终点 n 的交通量 :x 同该有 向路段 的尾节点
a ,

处

流向终点 ” 交通量 g 艺间的比率
·

其中 at 和 “ 、
分别

表示有向路段
a 的尾节点和头节点

,

且

证明 对于任意 的起点 i 和终点 n( i半 n)
,

用数学归

纳法来证明该结论
.

对 S *

中的路径个数进行归纳
.

显然 当 S ,

中只有一条路径时
,

a

二一 1
,

V a 里
r , r 任 S

。 ` .

结论显然成立
.

假设 当 5 、

中的路径个数小于等于 m 时结论成

立
,

下面来证明当路径 的个数为 m + 1 时结论也成

立
.

因为

、|厂
艺且 《 一 艺 且

a

二
a e A (艺) 互 , b二 r 泊共“

g : 一 艺 艺 f 补 V 二 任 D
,

(2 )

2 r c sjn
a` e r

且根据假设有

其 中 sj
。

表示网络 G 中 O D 对 j
n 间所有不带环路径

的集合
.

显然根据定义 1 可知
,

所以

艺 艺
。 二一

) ` S 二 冲 〔 八 a 〔 A〔。 b生 自 b井 “

艺
a

: 一 1
,

1 簇 `
, n
钱 N

,

`笋 ” ,

a 任 A ( 2 ) 艺且:a 一 艺
a e A ( 了 )

O簇
a

二簇 1
,

V a 任 了
,

V n 任 D
,

( 3 )

a

:

} 艺
_

艺
。
;

{
-

L
r 七 乙 动 奋。生 r 。生 r , b护 a

少

其 中 A (约表示网络 G 中所有尾节点为节点 i 的有向

路段集合
.

网络 G 中任一 O D 对 in 的路径 r 任 S
*

上

的交通量 f 乳可描述为

定理 1 在不考 虑带环路径的情况下
,

按照下式给

出的以路段分流率为变量的数学规划
,

等价于传统

的以路径交通 量为变 量的用 户平衡交 通分 配模 型

( 1 )
.

几 一 : 二

且
a

二
,

v r 任 S , ,

1 毛 `
, n
毛 N

.

( 4 ) m i n 二一 艺「少
`“ ’ · “

( 、 ) d 。
,

a 任 了 ` .

因此
, 5

.

t
.

艺
。
: 一 1

,

1 簇 *
, n 镇 N

,

* 井 n ,

( 6 )

a 任 A ( 乞 )

艺艺 E 几鱿
“

一
司 ) O

,

V a 任 了
,

1 镇 n 镇 N
,

x
。

一 艺
二:(

。
) 一

n 一 1 2 = l r 〔 s 价

艺习艺
、 ,

且
。

溉
“ ·

其 中
a = (

。 ` , 。 2 ,

…
, a N )

( 5)
a 任 了是 ( 6) 式的变量二

r乙一 1 泛 ~ l r ` S o b二 r

引理 1

证明 根据引理 1 以及 ( 4) 式
,

可知满足 ( 6) 式约束

条件的
a

必有

的
a ,

在不考虑带环路径的网络 G 中
,

满足 (3 )式

必将满足

艺且
a

二一 1
,

1 毛 `
, n

镇 N
,

` 笋

艺几 一 习
。 。

且式 一 q 、 ,

V
二
任 5 。

,

` 簇 ` ,j 簇 N
r` S J 厂` s̀ 以互 r

考虑到网络 中任意路径上的交通量一定是非负
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的
,

因此由满足 (6 )式约束条件的
a

及 (4 )式所确定

出的路径交通量将满足模型 ( 1) 的约束条件
.

根据分流率 的定 义可知
,

由满 足 ( 1) 式 约束条

件的路径 交通量及下 式所确 定出 的
a

也 满足模型

( 6) 的约束条件
.

x二

g
。 ,

另立
1

艺

艺几
,

艺

· 。 5 。

f 二占东
“

,

V a 任 了
,

V n 任 D
.

r o sj
。 “ 。 。

式

这说 明在不考虑带环路径 的情况下
,

模 型 ( 6)

和 ( 1) 的约束条件 可 以相 互转换
.

因为模型 ( 6) 和

( 1) 的 目标 函数具有相同的形式
,

所 以 在不考虑带

环路径的情况下 ( 6) 式等价于传统 的用户平衡交通

分配模型 ( 1 )
.

结论成立
.

从模型 ( 1) 和模 型 ( 6) 的变量个数来看
,

模型

( 1) 的变量个数是 网络 G 中所有路径 的个数
,

是 网

络 G 中节点个数的指数函数
,

而模型 ( 6) 的变量个

数为 M
·

( N 一 1 )
,

其 中 M 表示 网络 G 中所 有有

向路段的个数
.

因此模 型 ( 6 ) 比模 型 ( 1 ) 变量 的个

数明显少很 多
.

这 也为模型 的进 一步求 解提供 了

方便
.

2 基于分流率的交通分配模型求解算法

模型 ( 6) 是一个带线性等式约束和不等式约束

的非线性规划
.

考 虑到求 解此类规 划 的一些算 法

(如 F r a n k w o l f e 算 法
、

既约 梯度 法
、

投 影梯 度法

等 )并不特别适合该模型 的求解
,

本文提 出一种新

的求解算法— 基于分流率算法
.

它是一种迭代算

法
,

基本步骤如下
:

步 1 :

算法初始化
,

给定
a 的初始值

.

步 2 :

收敛性判断
,

判断
a

是否满足 收敛性条

件
,

若满足则输出路径交通量
,

否则转步 .3

步 3 :

主循环
,

确定下降方 向及 搜索 步长
,

更

新
a

并转步 .2

显然
,

该算法的关键是如何确定 下降方 向和搜

索步长
.

它的好坏直接决定 了算法计算时间和收敛

性
.

好的下降方 向和搜 索步长 可使算法 计算 时间

短
,

收敛性好 ; 反之则计算时间长
,

收敛性差
.

在

算法的每次迭代过程 中
,

本文首先消除模型 ( 6) 的

等式约束
,

并求解 出该模 型消 除等式 约束后 的梯

度
,

再以此确定 出近似 N e w ot n 方 向
,

最后用近似

N e w ot
n 方向到约束空 间上 的投影方 向作为算法的

下降方向
; 同时用不精确搜 索技术求解搜索 步长

.

利用这两项技术
,

文 中所给算法的收敛性好
,

且计

算时间比基于路径算法和基于起点算法要短
.

2
.

1 梯度的确定

消除模型 ( 6) 的等式 约束及确定该模型消 除等

式约束后的梯度
,

是本算法的核心
,

也是该算法的

难点所在
.

该步骤直接决定了算法的计算时间
.

为

简单有效地确定出模型 ( 6) 消除等式约束后的梯度
,

本文特给出如下方法
:

第一步
:

对网络中的任意一终点 n ,

用网络中

所有关于终点
n 的分流率非零的有 向路段组成子网

S N三
,

并求解出子网 S N : 中各个节点 i 到终点 n 的

最大成本 C犷一 习
, 。 S 。 〔叫 :

cr, 再将 了 中所有满足

俄 >俄 的有向路段
二 ~ 压

, , a * 〕 添加到子网 s 瞬

中
,

以获得子网 s N
, .

其 中
: s *

压s N :〕 表示子网 s N : 从节点 i 到终

点 , 的所有路径集合
, ` ;

一 艺
。二 cr

。

为路径
二 的成

本
.

定理 2 按照第一步 中所给方法确定的子 网 S N
,

是

不带环的
,

且 S N
。

的节点集合为 火

证明 显然 s N : 是不带环 的
,

且有 s N : 的节点集

合为 刃 ;
从而有 S N

、

的节点集合也为 人 因此只需

证明经过 向 S N : 中添加有 向路段 之后
,

所确定 的

S N
。

是不带环 的即可
.

用反证法来证 明该结论
.

反

设 S N
,

是带环 的
,

也就是说 S N
,

中存在一段路径

vl[ 一劝 ~ 一
v ,
一 v ,

]
.

因为 s N井是不带环的
,

路

径 仁v
,

一
v Z

~
·

一
v),

,

一 。 , 」中的所有路段可分成两

部分
:

一部分是属 于 S N :
,

另一部分不属于 s N :
,

且这两部分都是非空的
.

不失一般性假设 仁。
,

~ 处

~ … ~ 、 〕 属于 S N :
,

[二
。

~ 、
+ ,

~ … ~
v 二 一 二 , 」

不属于 S N丰 因此 c翼
,

) c乳… ) :C
山

> c 艺
, 、 ,

> … >

C共
。

一 C二
l ,

矛盾
·

这说 明 S N
,

是不带环的
·
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由定理 2 可知
,

子网 S N
。

是不带环的
,

因此可

按照如下的规则重新定义子网 S N
。

中各个节点 乞的

顺序 。 ,

( i )

a 》 (动 一 1 一 V i 任
L

叼 {
n }

,

V n 任 D
,

试 (动 一 试
,

任N B犷
,

V n 任D

( g a )

( g b )

ōa

、
,

“B̀一、一N,、乙乙
` 、,

“

V a = 仁
a , , “ 、 〕 任 SN

、

今
。 ,

( a ,

) > o 。

( a 、
)

,

其 中
。 ,

是一映射
: 。 , : 另斗 { 1

,

2
,

…
,

N }
.

第二步
:

重新确定出子网 S N
、

中各个节点 i 的

顺序
。 。

( i )
,

并按该顺序求解出网络中各节点 i 的平

均成本 ` 以及各有 向路段
a 的平均成本 川

.

其中
,

司 和斌 分别为

其中 舀~ (澎
,

了
,

…
,
反N )

,

澎 一 ..(
· ,

式
,

…

N Bn
.

从而模型 ( 6) 可以转化成

m i n 、 一 万 {全
“ ) · 。

( 。 ) d、
,

5
.

t
.

武 妻 O
,

V a 任N B
“ ,

V
,

任 .D

, a 任

( 1 0 )

一 艺
c r ·

且`
,

r ` S 加 a互 r

斌 一 E
r ` sa

。 ’ “ 二

1 簇 i
, n 镇 N

,

乞共 n ,
第 四步

:

根据下式确定 出模型 ( 10 ) 目标 函数 , 关于

非基变量 《 ( V a 任 N砂
, n e D ) 的偏导

.

且 武
.

方g r 了并 a

薪
一 g :

·

(。 : 一 。交
,

,
,

` · 任
NB

” , · 呀“
·

显然有 ( 1 1 )

司 一 艺
。
二

·

“ 任 叭气 ~ 之

艺
c : ·

IT
。

r ` s加 口里 r a ’

呈 r : a `

摊 a

( 1 1) 式由如下的定理保证
.

定理 3 模型 (6 ) 的目标函数 少关于非基变量 武 ( V
a

任 N B
,

V n 任 D ) 的偏导数为

、
1

产

j门了ǎ匕
廿

`
z

`艺
。
:

·

产:
,

“ 任叭 al 一 2

斌 一
c 。

+ 武
、 ·

第三步
:

对 S N
,

中任意一节点 乞i( 笋 n)
,

将集

合 A i( ) 中的有向路段分成两个子集 尽 和 N B 犷
,

使

得 B梦中有且仅有一个元素
,

且满足下式
,

纂
一 g :

` ·

(。 : 一碱 ,
,

V · ` NB
” , · 任 “

·

证明 根据 (2 )和 (4 )式可知
,

产公毛 产:
,

V b 任 B犷
,

V a 任 N B 犷
.

: ; ,

且
。
: 一

将 鲜 中的有向路段称为节点 艺处关于终点
n 的基路

段
,

并记为 鲜 ;
将 N侧 中的所有有 向路段称为节

点 i 处关于终点 n 的非基路段
;
将基路段和非基路

段相对应的变量分别称为基变量和非基变量
,

并分

别记 为 吩 和 试
,

V a 任 N理
; 用 N Bn 一 U

; 。 、 、

N B 犷表示网络 G 中关于终点
n 的所有非基路段集

合
.

因此根据 (3 )式可将
a 描述成

习且
。
:

·

r任气
a互 r

艺 且
。
又一

r “ s 认 a二 r

、 , , ·

艺且
a 二

,

V `
, n 任 洒、 ` 并

, :
.

r `
jS

a 二 r

万洲

为了叙述 方便
,

令 x仁
、
一 兄

; 。 、 11 、
· 。
扒 V ” 任 D

,

1镇 i
,

j镇 N
,

j 并 .i

因此

为一a
产̀一己万一aa一a

一一弧一碱
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艺 艺 。 *·

i 一 lr〔 s 。

『 g月 “ 互 r

艺
r` s 切

a’ 二 r ;

犷
口亡

q叨

·

且心

:礼

、

习间
一且ō的

艺二
1“

二 艺
:。 、

`

且
。 二 二· :

,

一

艺二
l

qwj 习
r 。 5二 ,

且
。 二

:ar

a = a

O

a `

一 帐

a

卜
a ` , a `

笋 a , a `

并 b :
,

艺 { 习
, 一 l r ` 气

。 ,

n
。
U一 且 ` }

,

其他

二 r ; a三 r 飞或
习 。 ,

犷〔 S沂 ;

,
,

心
,

9 毅

代aft

g二
` ,

一 g及

O
,

a

: , g二
,

( : 几
一、 一 x之

, 、 一、

O
,

产

a 二二二 a

,

a 二二二

a
: 一 丫 护 “ ,

a’ 并 代
。 ,

( a ,

) > 口 ,

( a
: )

o 。

( a ,

) < 。 ,

( a
: )

.

一一苏一试
所以

g二
`

(风 一咬 ’
,

Va 任
NB

” , ” e .D

又 旦李
.

巫兰

六窦
甲

次
`
而二

ax
。

而 : 2
.

2 下降方向及搜索步长的确定
一一

夕一司几a一l

或
·

[
c 。

一 卿
,

+

习守
己〔 澎

另 (石 口 a `

a’ ` sN
, `

o , ( 。 ` 〕> o 。 ( a

;
)

根据 ( 12 )式可知
,

目标 函数关于 试 ( V a 任 N B
,

V n 任 D ) 的二阶导数为

(戚
一、 一欢

* 一、
.)j ( 12 )

又「缪
六井

`
L a Z 矛

/叙
a ,

\
“ .

a ,
’

戈丽 / 十 压万
’

又因为

f势 ) ]
-

\撇二 /」缨洲

.

,一I

n“

g.

,曰r

己呀

a.

属 一 c 。

十 云
c r ·

且好 一
r e as * 二 ` a 互 r a

“
r

ca 十 艺 且心
·

艺
c ,

-

艺 心
己〔

NS
。 ;

、 ( a , ) > o 。 ( a

; )

、、月口了.

竺碱
,

伙!
+,

ca’
"

乳
、了了丫乙此

,

几

( 1 3 )
e 。

十 〔双
’

xa
* 一弓

。
口 a ` .

Z
a

二一
”

(戚
一、 一欢

, * 一`

c 。

+ 习 口 “ `

a’ `
别

。 :

。 , ` a , ) > o 。 ( a

; )

’ .

义
“ * 一《

.

V a 任 了
,

V n 任 D
.

其中 ` ( V a 任功表示有向路段
a 的成本 函数 的一次

导数
.

显然 ( 13 )式在实际计算过程 中很难十分精确地

确定
,

为此本文将用其下界 g了
·

(
。

二+
。

;
,

) 来近似
, a r

替代
.

从而可得到如下的近似 N e w ot
n 方向

,

从而
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△ d :
产心

,

一 产
。

:(c + `

掩)
·

鱿

,

V a 任 N B
” , n 任 D

.

为了提高算法的收敛性和确保每次迭代过程 中

所有变量均满 足约束条件
,

本 文用 近似 N e w ot n 方

向到约束空间上的投影作为算法的下降方 向
,

并采

用如下的不精确搜索技术确定搜索步长
:

八 ,

_
!
m

a X
{一

a

:
,

“
·

△d :

“ a “

一 劝_
。

〔 u a ’

,

就 > 。

g al

丫 a 任 N 召
” , n 任 D

,

△《 一 0
,

△试
·

- 一

V a 〔 哪 S N
, ,

( 1 4 a )

( 1 4 b )

艺 △试
,

“ 。 , ( *〕 ; a 、 ,

)

V i 任 少
,

V n 〔 D
,

i 并 n ,

( 14 e )

i半 n) ; 然后转步 .2

( 1 ) 对终点
n 令其从 1 到 N

,

( i ) 从子网 S N
,

中删除所有到终 点 n 的路段 交通量 为零 的有 向路

段 ;
ii( ) 求解 此时子网 S N

。

中各个节点 i 到终点 n

的最大成本 C犷; ii( i) 将 了所有满足 C > c几的有向

路段
a = 仁a , , a 人〕 添加到子 网 S N

。

中 ; ( i v ) 确定

出此时子 网 S N
。

各个节点 i 的顺序
。 ,

( i ) ; 并按照该

顺序求解出 斌 ( V a 任 s N7 ) ; ( v) 对 S N
,

中任意一

节点 ￡i( 笋
二
)

,

确定出 A (动 的基路段 鲜
,

使得 属一
m in

。 。 A 。 )

川
; 并 以此确定出 N B

” .

( 2 ) 根据 ( 1 4 )式确定出 △a 、 ,

( 3 ) 令 a 走+ 1
一

a 龙
+ △ a * ; k = 走+ 1 ; 并更新 当前

网络上各个路段上的交通量
,

交通成本
,

交通成本

导数以及节点 i 处到终点 n 的交通量 g 了( V i
, n 任 D

且 i护 n )
,

其中

久 = m a x { 2一
, ”

( m 一 O
,

1
,

2
,

… ) l

少 (
a
十 △a) < 只 a) }

.

2
.

4 收敛性证明

定理 4 对基于分流率算法 中任意的步 H 前确定出

的
a *

及其相对应 的 S N
。

( V
n 〔 D )

,

均存在 叉> o
,

使得 。 < 几毛又满足下式
,

2
.

3 算法具体步骤

据上述
,

模型 ( 6) 的求解算法

—
基 于分流率

算法的具体步骤如下
:

步 1 初始化
.

对网络 G 中所有终点
n 任 D

,

根据各

个路段的 自由流成本确定出 G 中各节点到终点 n 的

最短路集
,

用 S N
。

表示由这些最短路集所组成 的子

网 ; 并根据最短路集进行 。
一

1 分配
,

同时确定出节

点 i 到终点 n 的交通量 g 了l( 钱 i气 N
,

i半 n) ;
再根

据下式确定 出
a

的初始值
a 走

k( 一 1 )
,

贝
a 走

+ △ a 走
) < 贝

a 、
)

,

其 中 △a 、
是 由 ( 1 4) 式所确定的

.

证明 因为当 几一 。 时有

△喊
△:â

几
`

(城
`

一户
:c( + :c,:

,

)
·

鱿

,

V a 任 人了了
“ , n 任 D

.

所 以

1
,

V a 任 S N
。

O
,

V a 任 了 \ S N
、 .

贝
a 、

+ △a 、
) 一 级

a 、 ) = 只虱 + △反、
) 一 贝反、

) =

( 1 5 )

艺 习 △晾
.

。 ` D a 任 N B几

a少
.

下一二一 州卜 O 戈入 j 一
撇溢

步 2 收敛 性 判定
.

贝
a ;

一 1 ) 一只
a 。

) 一

一
毛 、 广

,

少 ( a * ) 一

对 一给 定 的正 小数
。 ,

如 果

k ) 2
,

则根据 ( 4) 式确定 出网

习 艺 △嵘
n e D a 〔 N B ”

`
g :

’

斌 一咬 ) 十
“

()A 一

络中所有非零交通量路径 的路径交通量
,

否则转步

3
.

步 3 主循环
.

按照如下步骤更新
a * ,

并确定出当

前 网络 中各个路段的交通量
,

交通成本
,

交通成本

导数以及节点
之

到终点
n

的交通量 g 犷( V i
, n
任 D 且

冗 艺
刀 ` D u ` N B 八

艺 艺
n 〔 D “ 〔 N了

几
`

(城
,

一户
( 。二+

`

花
,

)

·

斌 一属: ) 十 “ (肋 一

一 久
·

(碱 一户
试+

`

权
+ o( 劝 簇 .0

这说明一定存在 久> 。
,

使得当 。 < 又镇天时有 贝
。
+
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△ a ) <只
a )

.

定理 5基于分流率算法收敛于模型 (6 )的极值点
.

定理 6若
a`

是 由基于分流率算法确定 出来的
,

则

由该 a ’

及 (4 )式求解出的路径交通量满 足交通分配

的用户平衡条件
.

上述定理中
,

定理 4 保证了算法的可行性
; 定

理 5 和定理 6 则保证 了算法的收敛性和有效性
.

定

理 5 和定理 6 的证明参见附录
.

问题求解的主要原 因是该方法所需存储 内存较少
,

且在实际计算过程 中能找到较为理想的最优解
.

( 2) 由于交通分配问题存在惟一 的路段交通量

解 lj[
,

且 目标函数值是有下界 的
,

文 中每一个算法

将采用如下的收敛准则

天 一 多 i
反 ,

凡
。 ( 1 6 )

3 算例

从基于分流率算法 的整个求解过程来看
,

算法

中需要求解网络中各个 O D 对 的最短路一次
,

确定

网络中各个 O D 对的所有非零交通量路径一次
,

并

在每次迭代过程中求解 出分流率
,

网络中各个路段

的交通量
、

交通成本
、

成本导数
、

各个节点的平均

成本以及 目标函数关于分流率的导数
.

由于存储最

短路和非零交通量路径所花 内存相对较少
,

且每次

迭代过程 中存储上述变量所需 内存仅是网络中路段

个数的线性函数
,

因此 同基 于路径算法和基于起点

算法相比
,

基 于分流率 算法所 需存 储 内存相 对较

少
.

以文中提到的北京市网络为例
,

基于分流率算

法所需存储 内存是 1
.

45 M B
,

而基于路径算法 和基

于起 点 算 法所 需 存 储 内存 则 分别 是
:

65 M B 和

2
.

1 4 M B
.

为进一步说明基于分流率算法的有效性和优越

性
,

下面将通过实际的计算算例对该算法和其他能

够求解路径交通量 的算法 (包括基于路径算法 和基

于起点算法 )进行 比较
.

考虑 到共扼投影梯度法是

基于路径算法中最有效的算法
,

文 中将只针对如下

的 3个算法进行 比较
:

基于分流率算法 ( S R A )
,

共

扼投影梯度法 ( C G )P 和基 于起点算法 ( O B A )
.

文中

所有实验运行的硬件环境为
:

C P U
: I nt el P 4 2 0 0。

M H
z ,

内存
: 5 1 2 M B

,

操 作 系统
:

W i n d o w S X P
,

所有程序均采用 C # 编写
.

所有算法将采用相 同的

数据结构来存储网络拓扑和网络数据以及相同的收

敛准则 ; 并按 如下步 骤来对上 述各 个算法进 行 比

较
.

( 1) 利用改进的 F W 算法阳
习以尽可能高的收敛

准则求解原始的交通分配问题
,

将得到的解认为是

原始交通分配问题 的理想最优解 15 0
,

并记其相应

的 目标函数值为 少污
。̀ .

采用该算法对原始交通分配

其中 天 表示各个算法第 k 次迭代时的 目标函数值
.

当 。 小于一个 给定 的小数时 (如 1
.

0 只 10
一 ” , n 一 O

,

1
,

2
,

… )
,

算法结束
.

文中将采用如下的网络对各个算法进行 比较
,

这些

网络的基本数据见表 1
.

表 1 测试网络基本数据

网络 起点 终点 节点 路段 O D 对

S io u x F a
ll

s

北京

网络 1

网络 2

网络 3

其中网络 1
、

网络 2 和网络 3 均是格网络
,

分别为

1 0 又 1 0
,

1 5 X 1 5 和 ZO x ZO 的格网络
.

图 1一 4 表 明在对实 际网络 的求解过程 中
,

文

中所给的算法无论是在计算时间上
,

还是在计算精

度上都 比其 他算法 要好
.

且在相同的计算 精度下
,

文 中所给算法的计算时间仅是其他算法的三分之一

左右
,

甚至更小
.

恻侧粗ù常碧划彰留份皿

】0 0 2 0 0 3 00 4 0 0

C P U时间 / s
50 0 6 0 0

图 l e

一 C P U 时 间 《S i o u x F a l l s )
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4

2

0

一 2

--4

一 6

一 8

一 10

一 12

一 14

表 2 计算时 间 (单位
:

h)

网络 算法
相对精度

网络 1

网络 2

咧恻婴常旱恻彩国ùftI皿

一 ,
钻 2 3 4 5 6 7

C PU时间 / 10 45

网络 3

图 2 ￡
一 C p U 时间 (北京 )

C G P

O B A

S R A

C G P

O B A
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4 结论

本文考虑了用户平衡交通分配的求解 问题
,

给

出了一种基于分流率的路径交通量求解方法
.

该方

法是通过求解一个基 于分流率的交通分配模型确定

路径交通量
.

文 中首先建立基于分流率的交通分配

模型
,

然后给出该模型 的求解算法
,

并从理论上证

明该算法的可行性和收敛性
,

最后通过算例说明算

法的有效性
.

计算结果表 明
:

文 中所给方法适合于

大规模网络的交 通分 配 的求 解 问题
;
且 在计算 时

间
、

计算精度和所需存储 内存上比基于路径算法和

基于起点算法都要优越
; 在相同的计算精度下计算

时间仅仅是这些算法的三分之一
,

甚至更小
.

咯咯 5 1屯AAA

~~~
( ) S AAA

叮叮 C G PPP 附录

定理 5 的证 明
.

考虑到模型 ( 10 ) 的 -K T 条件为

霎
一 g “

` ·

( 。 : 一 。、
`

, ) O
,

“ · 任 NB
” , · 任 “ ,

成
·

鬓一
“

·

g “
, ·

( 。 “一咬
`

, 一 。 ,

V · 任 NB
” , ·

e ”
·

回磊国睡皿

从而模型 ( 6) 的 -K T 条件为

C P U时间八 0 0 5

图 4 目标 函数值一C P U 时间 (北京 )

g :
, ’

(风 一城
`

) ) 0,

《
`

g :
,

(` 一次
`

) 一 0,

V a 任 N B
” , n 任 D

,

( A l a
)

V a 任 N B
” , n 任 D

.

( A l b )

表 2 中给出了不同精度下
,

各个算法对于随机

网络 1
,

2 和 3 的计算时间
.

该表进一步说明了在相

同的计算精度下
,

文 中所给算法在计算时间上明显

优于其他算法
.

因此要想证明基于分流率算法收敛于模型 ( 6) 的极值点
,

只

需证明
,

该算法收敛时所确定出的
a `

满足 ( A l a ,

b) 式 即可
.

根据定理 4 可知
,

对任意的 k
,

k ~ 1
,

2
,

… 存在 叉
*
> 。

使得
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4 可知
, a

`

是 目标函数的极值点
,

则其必满足
买 。 ) 一到诀 + 1 ) ) 艺 艺

” 〔 D a 〔 朋
”

几`
.

(吹
,

一户
’

( 。立+
`

玄:
,

)

属一城
,

妻 0,

武
’ ·

腻
` ·

(风一咬

V a 任 N B
刀 , n 任 D

,

( A 4 a )

从而 V a
e N扫

” , n 〔 D
,

买
a ,

) 一只
。。 ,

) 一 艺到
。 `

) 一 只
。 、 ,

)
a
:

`

= 0
,

V a
e 了 \ S N

。 ,

( A 4 b )

( A 4 e
)

) 艺艺 艺
= 1 冲 e D 。 〔 朋

几`
’

城
,

一户
二

( `立+
“

七
,

)

其中 N B
” ,

S N
。

(n 任 D )均是算法 1收敛时确定 出的
.

由算法

1 中 S N
。

的确定方法可知
,

算法 1 收敛时 N B
” ,

S N
二

( n 任 D )

是惟一不变的
.

因此当算法收敛时有
因为买 a) 是有界 的

,

所 以 到
a l

) 一只 ak + l
)也是 有界 的

,

因

此正项级数 艺{
_ 1

艺
。 。 。

艺
。 。

耐

的
.

从而当 k~ oo 时有

走 `

城
`

一户
2

《
’

共 。
,

V a 任 S N
, , n 任 .D ( A S )

(
。
乞+

e
忿

n

)
是 收 敛

艺 艺
n ` D a ` 朋

刀

几“ (城
:

一户
2

( “二+
“

七
`

) ~ O

因此

1im又
* :

k , 印

吹
,

一 险 v 。 `

( A Z )

N B
刀 , n 任 D

,

( A 3 )

两式中至少有一个成立
.

当 ( A Z )式成立时
,

{
a * ,

k -

收敛于其极限点
a ` .

从而有

从而根据 ( 4) 式可 知
,

当算法 1 收敛 时
,

网络中任一

O D 对 in i( 并 n) 间 的所有被占用 (交通量 非零 ) 的路径 均属于

S N
。 ,

而所有未被占用 的路径不属于 S N
。 .

因此只需证 明 S N
。

中任一 O D 对 in i( 笋 n) 间所有路径

的成本均相等
,

且小于原始 网络 G 中该 O D 对的所有未被占

用路径 的成本即可
.

首先来证 明 S N
。

中任一 0 1) 对 in i( 笋 n) 间所有路径 的

成本均相等 (为方便起见将其记为 ` )
.

用 数学归 纳法 来证

明
,

对 S N
。

中节点 i 的拓扑顺序
。 。

( i) 进行归纳
.

当
。 ,

i( ) 一 2 时
,

S N
,

中 O D 对 in 间有且仅有一条路径
,

结论自然成立
.

假设当
。 。

( i) ( k 时结论成立
,

也就是说
,

当
。 ,

( i) 毛 k

时
,

有

… } 有极 限
,

算法 将
司 一 艺

。 r ·

且“ 一 习
c

r ·

且 :*a 一
r 〔 s 。 仁朋

,

]
。

二
r

△ a
二

’

= 0
,

V a 任 N B
” , n 任 D

,

` 一咬 ) 0, Va 任 NB
” , ” 任 D,

刃
·

艺 且`
”

一 `
·

艺 且心
“

一

因此只需证明
a

’

满足 式 ( A l b )即可
.

用反 证法来证 明
,

反

设至少存在 一 终点
n
及 其相应 的有 向路段 a 任 N分 使得

( A l b )不成立
,

即

” 〔 s认 「洲
。 ] a任

r r
〔 5 0 a g

r

c
少

.

( A 6 )

下 面将证 明 当
。 ,

( i) 一 k + 1 时 结论也成立
.

由 ( A 4 a 一。 ) 和

( A )S 式可知

川 一 产卜
,

V a 任 A i( ) n NB
· ,

( A 7 )

茸
·

蔚
一 “

·

瑞
` ·

(` 一心 , > 。 ,

且根据假设有

从而存在 久
`

> 。 使得
属 一 `石十 减

* 一 c· + c
:
为 ,

V a 任 A ( i ) 门 NB
” ,

月少一 呵 + 心
*

一 cb 犷+ 心,
* ·

( A S )

( A g )

几
` ’

城 一户
(` +c 狱’

·

减
> 0

.

矛盾
.

这说明
a

`

是 目标 函数的极值点
.

当 ( A 3) 式成立时
,

( A l a ;

b) 式显然成立
;
因此基于分流

率算法收敛于模 型 ( 6) 的极值点
.

定理 6 的证 明
.

根据定理

因此当
。 。

( i) 一 k + 1 时结论成立
.

下面将证明 5从 中任一 口D 对 i n ( i护 n) 间的路径 成本

`
,

小于原始网络 G 中该 O D 对的所 有未被 占用 路径 的成

本
.

采用反证法来证 明
,

反设 G 中至少存在 一 条路径 。 一

〔i一 认一
v Z

~ … ~ 踢一 司 使得
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e。

<
。
犷

, 户 铲 S
、

[ S N
,

]
.

( A 1 0 )

7

因此 尸上至少存在一个有向路段不属于 S N
。 .

不失一般性假

设 广上 只有有 向路段 a 一 [从
,

vk + 1

] 诺 S N
。 .

从而

8

` 广 一 。 十 几 + 印
,

叮 一 cr, + 汽
9

其中
: `

一 [ i一
v l

~
二 :

~ … ~ 仇 ]
,

厂一 巨vk
+ ,

~ vk 十 2

一… ~ 珠

一 , n 〕
.

则根据 ( A加 )式可知

1 0

几 + cr, < 代
冷

·

( A l l )

又 由算法 1中 S风 的确定方法可知
,

1 1

C敏镇 C认
1

且 1 2

吼

C +k1 1 3

从而有

`走 镇 c’:.
1 4

与 ( A l l) 式矛盾
.

因此由该
a

`

确定 出 的路径交通量满 足交

通 分配 的用户平衡条件
.

1 5
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